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RESUMEN

El modelado matemidtico de variables econémicas ha sido aplicado con relati-
vo éxito en los tltimos afios (Markowich, 2007), en particular para la riqueza
(Chukwu, 1998) y haciendo uso de ecuaciones diferenciales (Zhang, 2005).
En (Chukwu, 2003) se aplicé para dicha modelacién la ecuacién diferencial
en derivadas parciales. La riqueza para tales efectos fue definida como la suma
de inversién directa en la economia de la repiblica + bienes de capital + el
producto de poblacién empleada por salarios + el cociente de la cuantificacién
de las habilidades empresariales dividido entre la poblacidn.

En este trabajo se presenta una propuesta para modelar de alguna manera el
nivel de crecimiento econémico que se puede obtener a partir de un manejo
adecuado de las operaciones comerciales a través del TLC con los EU.
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ABSTRACT

The mathematics model of economic variables has been applied by relative
success in the last years (Markowich, 2007), especially for the wealth (Chuk-
wu, 1998) and using differential equations (Zhang, 2005). In (Chukwu,
2003) one applied for the above mentioned modeling the differential equa-
tion in partial derivatives. The wealth or for such effects there was defined as
the sum of direct investment in the economy of the republic + capital goods +
the product of population used by wages + the quotient of the quantification
of the managerial skills divided between the population.

This paper presents a proposal to model somehow the level of economic
growth that can be obtained from proper management of commercial oper-

ciones through the FTA with the EU.

Key worps: Differential equation, wealth.
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INTRODUCCION

El modelado matemitico de variables econémicas ha sido aplicado con relati-

vo éxito en los tltimos afios (Markowich, 2007), en particular para la riqueza

(Chukwu, 1998) y haciendo uso de ecuaciones diferenciales (Zhang, 2005).

En (Chukwu, 2003) se aplicé para dicha modelacién la ecuacién diferencial

en derivadas parciales

ou <62u 0%u
K

a= ﬁ+a—y2>+au;0<x<a,0<y<b,t>0, (1)

sujeta a las condiciones

U(O,y,t) = u(a,y,t), 0<y<bht>0,
u(x,0,t) = u(x, b, t), 0<x<at>0,
u(x,y,0) =f(x,y), 0<x<a 0<y<bh,

donde la variable u(x,y,t) denota la riqueza del sistema econémico como
funcién de x,y (que son las coordenadas en las direcciones oeste-este y sur-
norte, respectivamente, del territorio rectangular [0; a] X [0; b] R?) y de ¢
(el tiempo transcurrido). La riqueza # para tales efectos fue definida como
la suma de inversién directa en la economia de la reptblica + bienes de ca-
pital + el producto de poblacién empleada por salarios + el cociente de la
cuantificacién de las habilidades empresariales dividido entre la poblacién.
La constante & > 0 se define como el coeficiente colectivo de difusién para la
riqueza # mientras que (X # es la riqueza neta internamente generada junto con
la afluencia de riqueza del exterior, en este caso directamente proporcional a
la riqueza # en cada punto territorial y tiempo con constante de proporciona-
lidad o > 0. Dicha ecuacidn se utilizé para modelar la difusién de la riqueza
en paises cuyo territorio podria considerarse en forma aproximada como un
rectangulo.

Como se ve, a lo largo de la frontera estdn impuestas solamente condicio-
nes de Dirichlet. En este trabajo se hace un célculo andlogo considerando en
lugar de la ecuacién (1) la correspondiente ecuacién no homogénea (2) con
las condiciones de frontera mixtas alli dadas.

DESARROLLO TECNICO DEL MODELO

Sea u(x,y,t):[0; a] x [0; b] X [0; ©) — R lariqueza del sistema econémico
con la porcidn territorial rectangular, donde x,y son las coordenadas en las di-
recciones oeste-este y sur-norte respectivamente, mientras que ¢ es el tiempo.
La riqueza inicial (en el tiempo # = 0) en dicho sistema la denotaremos por f
(7). La riqueza en las fronteras norte y sur es nula (condicién de Dirichlet
homogénea) y en las fronteras este y oeste la razén de cambio de la riqueza en



Avila Carresn - Rodriguez Ceballos- Galeana Figueroa CIMEXUS Bl

direccién perpendicular a las mismas es nula (condicién de Neumann homo-
génea). Supongamos que la riqueza neta internamente generada junto con la
afluencia de riqueza del exterior es de la forma au + F(x,y,t), a > 0. Esto
quiere decir que una parte la riqueza neta internamente generada junto con
la afluencia de riqueza del exterior es directamente proporcional a la riqueza
u en cada punto territorial y tiempo con constante de proporcionalidad o >
0, y otra parte depende solamente de cada punto territorial y tiempo. De esta
forma tenemos ahora un modelo con la ecuacién no homogénea

ou 0’u  0%u

E:K<W+O_yz>+au+F(x’y’t); )

0<x<a, 0<y<hb, t>0

(la constante es el coeficiente colectivo de difusién para la riqueza ), sujeta a
las condiciones de frontera e inicial

au(o t)=0 au( t)=0 0<y<b t>0
ax ;y; - ) ax a;y; - ) —y— ) )

u(x,0,t) =0, u(x, b, t) =0, 0<x<a, t>0,
u(x,y,0) = f(x,y), 0<x<a, 0<y<h

De acuerdo con el método de separacién de variables (DuChateau and
Zachmann, 2002), el cual podemos usar debido a las condiciones de frontera
homogéneas, se busca la solucién en forma de la serie de Fourier de funciones
propias del operador diferencial lineal , definido por medio de la expresién

LU = —kV?U — aU, 3)
donde el laplaciano 72 en dimensién 2 se define como
P20 = 0%U N 02U
~0x?  0y?*

El operador L estd definido en algin subconjunto del espacio vectorial
L,[(0; a) X (0; b)] de las funciones U(x,y), (x,y) € (0;a) X (0;b) tales
que la funcién |U(x, y)|?es integrable en (0; a) X (0; b). Mds precisamente,
el dominio de definicién ¢ del operador £ estd constituido por todas las fun-
cionesU(x,y) € Ly[(0; a) X (0; b)] que satisfacen las condiciones de frontera

ou ou

0y =0, —(ayt)=0,0<y<b t>0, (4)

Ux0t)=0 Uebt) =0 0Sx<a@ t>0 (5)
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y cuyas imdgenes LU € L,[(0; a) x (0; b)]. El problema de valores propios se
plantea como sigue. Hay que encontrar los valores del pardmetro A (valores
propios del operador 1) tales que la ecuacién

LU = AU (6)

Tiene soluciones no triviales (no nulas) en el dominio ¢ . Estas funciones
son las funciones propias de z. La ecuacién (6) equivale a

) At a
V-u + —U =0
K
Aa ., .
Sea /12 = — Entonces la ecuaclion anterior resulta ser
K

V2U + 22U = 0, 7)

Para resolver la ecuacién (7) utilizamos la separacién de variables. Supone-
mos una solucién no trivial separable en la forma

Ulx,y) =X()Y ()

Las derivadas parciales correspondientes son:

F] d
Y xwre, Y =xwrm,

ox dy
92U 0%U
sz =X Y (W), a7 XYY" ().

Sustituyendo en (7) tenemos
X"(OY(@) + XYY" () + 2X(0)Y(y) = 0.

Dividiendo entre resulta

X’I(x) Y’I(y) 2 B
X0 Troy 4O

y de alli tenemos

X'@ Yo,
X(x) Y(y) '
Al depender cada lado de esta igualdad de variables distintas, ambos lados
deben ser iguales a una constante; elegimos dicha constante como —u%, 1 € R.
Entonces las ecuaciones separadas para la ecuacién (7) resultan ser
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X"(x)+ u?X(x) = 0, (8)
Y'(y)+ @2 —u®)Y(y) = 0. ©)

Las soluciones correspondientes a (8) pueden expresarse como

X(x) = Acosux + Bsenpux.

En términos de las variables separadas las condiciones de frontera se con-
vierten en

XYy =X'(@Y(y)=0, 0<y<bh t>0.

Entonces, para obtener una solucién no trivial de la ecuacién (8) se debe
tener

X'(0) =0 X(a) =0,

por lo que respectivamente tenemos que B=0y

senua = 0, A+ 0.

De esto dltimo se da
mmn
u=7, m=0,1,2,....
Notemos que 1t =0es también un valor propio. En consecuencia,

mmx
Xm(x) = AmcosT, m=0,1,2,...

Del mismo modo, para la solucién no trivial Y'seleccionamosy? = A% — p?
de modo que de la solucién de la ecuacién (9) es

Y(y) = Ccosyy + Dsenyy.

Con la aplicacién de las condiciones homogéneas, encontramos C= 0y

senyb = 0, D # 0.

Asi, obtenemos
nm

7, n = 0,1,2,...,

'y:
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nmy
Y,(») = D, sen

—_—, =012,...
A n

Recordando que A% = u? 4+ y?2, las soluciones de la ecuacién (7) pue-
den escribirse en la forma

mnx  nmwy

Upn(x,y) = EmncosTsenT, m=20,12,..., n=12...

(con no hay funcién propia) para cada uno de los valores propios correspon-
dientes

/12 3 mZ le 5
= e Tpz)

los cuales para la ecuacién (6) se expresan como

Amn=K(m—2+n—2)Tl’2—a.

a? b2

Podemos reenumerar los subindices 727 dobles por el subindice simple 4.
De esta manera Appn = Ak, Upn = Xx Y Ex = Ejpn- Asi tenemos

LXk:Aka, XkEGL, k = 1,2,....
Estas funciones propias de pueden escogerse ortonormales con
Eon = o’ Emnz\/ﬁ’ m 2 1, (10)

de modo que

a b
(X, X)) = f ka(x'Y)Xl(x»Y) dydx =
00

a b
2 N Ty nmy
Effsen b sen 3 dydx = 6y,
00
a b
2 |2 ff n,mwy mmx nlﬂyd dx = 0
3 |2 enbcosasenb ydx = 0,
00
= a b
2 |2 j.f mymx N Ty nlﬂyd dx = 0
=5 .|ap cosasenbsenb ydx = 0,
00
a b
4 mymx n,my  mymx n;my
Effcos a sen b cos " sen 5 dydx = 6y,
00
L My, M, Nk, Ny = 1,2,
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{X } es un conjunto completo de L, [(0; a) x (0; b)]y cada funcién u(x,y)eG,
puede representarse en forma de la serie

u(ry) = ) (XX
k=1

Para ¢ > 0 la solucién de la ecuacién de difusién de la riqueza (2) que
cumple las condiciones de frontera e inicial prescritas puede ser escrita como

Uy, 0= ) X6y Tel®),
k=1

T (8) = (u, X) (11)

Con el fin de encontrar la ecuacién diferencial para las funciones , la solu-
cién () se sustituye en la ecuacién (2)

D XENTO = = ) O LX) +F 2,0
=1 =1
= =) IO AXi oY) + Fy,0
=1

Después se toma el producto escalar de esta ecuacién por la funcién pro-
pia Xk,

D K X1 = = Ty AlXio X) + (X F)

=1 =1
y, usando la ortonormalidad de funciones propias, se obtienen las ecuaciones.

Te(®) + M T (®) = fr(®), fil®) = X F), k=1,2,... (12

Debido a la condicién inicial dgo la ecuacién (2), de (11) tenemos

u(%,,0) = f5Y) = ) X(6,y) Ty(0)
k=1

T (0) = (ul=0, Xi) = (f, Xx)- (13)

Para la condicién inicial 7/(0) observamos que la solucién del problema
homogéneo correspondiente a (2) (es decir, con F (x, y #) = 0) tiene la forma

w6, = ) X 7) Ty®)
k=1
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donde
Ty () = Ay e %, k=1,2,..

es la solucién general de la ecuacién homogénea correspondiente a (12) (ya
quefi(t) =0 si F = 0) para cada Ay, siendo cada Ay una constante arbi-
traria que determinamos aplicando la condicién inicial homogénea

(o)

uy(x,y,0) = ZXz(X, ¥) Anp (14)
=1

que es la misma que para la ecuacin no homogénea
(ug(x,y,0) = u(x,y,0) = f(x,y)), de donde obtenemos, al tomar el pro-
ducto escalar de f'dada por (14) por X, y considerando (13),

T (0) = (Xi, f) = A (15)
Es decir

2
Ay = P fff(x V) sen dyd m=0,

y, para My, ny = 1,

[\

mmx T
« Y dydx.

sen

S

App = — a bf(x;J’) cos
S

a
0
La solucién del problema de Cauchy para la ecuacién (12) con la condi-
cién inicial (15) es
t
Tk(t) = AH_ke_Akt + f e_Ak(t_T)fk (t)dT
0
Sustituyendo esta expresién en la serie (11), se obtiene la solucién formal

del problema dado por la ecuacién de la difusién de la riqueza (2) que cumple
las condiciones de frontera e inicial alli dadas.

t
UGy, 0 = Y Xy) | e + [ e MO (e
0

k=1
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Asi, la solucién de la ecuacién de difusién de la riqueza que cumple las
condiciones de frontera prescritas puede ser escrita como

2

& m? n?
_K(_+_)n2t mmx nmy
u(x,y,t) = e Z Apne \a? b2 cos ——sen—= +
a

m=0n=1

[o0] (o0 m2 nz
_K(_+_)n2t mmx nmy
et E E E,e \a? b? cos——sen—=
a

- k(m—22+n—§)nzr
“Te \a? 'b2)" " fi (t)dr, (16)

X
O'\H
3

donde las funciones £,(#) estin dados por (12) para los subindices 7,7 que
correpondan, los coeficientes E  estin dados por (10), los coeficientes o
estan dados por

) a b
—bJJ fx, y)sen—dydx (17)
00
Yy, para m > 1, por
a b
4 mnx nmy
—bff f(x, y)cos—seanydx. (18)
00
REesurTADOS

La expresién de la solucién de la ecuacién de difusién de la riqueza planteada
(2) (Markowich, 2007) estd dada por las ecuaciones (16)-(18). Notemos que

si
m? n?
a > K( b2> w2, (19)

entonces es posible que e u(x,y,t) = oo cuando t — co.
CONCLUSIONES
Como puede advertirse el crecimiento de la riqueza puede ser no acotado a

largo plazo, y en este trabajo se han analizado la participacién que en dicho
crecimiento tienen el factor exponencial (X y la funcién de entrada F (x, y, 1),

19
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los cuales juntamente abarcan la generacién y transferencia de la riqueza en el
territorio rectangular. Para el crecimiento es determinante la condicién dada
por la desigualdad (19) en relacién a & y el dltimo término de la ecuacién
(18).

Los trabajos previos tal como el de Chukwu (2003), resaltan el hecho de
que la riqueza de un pais es algo controlable.

Lo cual indica que una situacién econémica inicial se puede llevar a otra
situacién econdmica mejor esto a través de la accién tanto del gobierno, asi
como de las empresas representativas.

Atn si la economia estd deprimida con la disminucién del PIB, el alto
desempleo, altas tasas de interés y la alta inflacién, la situacién econémica se
puede mejorar. Uno puede tener alto PIB, el desempleo bajo o empleo total,
tasas bajas de interés.

Por lo que es posible que las naciones de abundante riqueza puedan trans-
ferir riqueza a otras naciones. Este flujo de riqueza del exterior puede elevar la
riqueza del pais en cuestidn, cuya riqueza es incipiente. Como resultado de la
difusién de riqueza el pais que en un principio era pobre muestra una nueva
riqueza, asi que puede comprar bienes y servicios del pais que inicialmente era
rico, aumentando la riqueza de éste atin mds.

Esta es una situacién de cooperacién. No hay nada en la situacién descri-
ta, que impida que dos antagonistas cooperen a través del comercio y la ayuda
extranjera para elevar su respectiva riqueza.

Ejemplos EU — Alemania después de la segunda guerra mundial.

En este trabajo se modela mediante una ecuacién diferencial en derivadas
parciales el comportamiento de la difusién de la riqueza en un pais, y a partir
de la manipulacién correcta de la variable podemos utilizar informacién ofi-
cial de las condiciones actuales en las que se lleva a cabo la relacién comercial
con nuestro pais vecino del norte, los EU mediante el TLC, y el modelo debe
de brindar un resultado que sea posible contrastar con el beneficio econémico
que se deriva actualmente de esta relacién comercial.

De tal suerte que una vez que se cuente con estos resultados, nosotros
podamos plantear ciertas condiciones, es decir, alternativas posibles que nos
entreguen resultados mds favorables, esperando realmente que la riqueza de
nuestro pais vecino tenga una difusién hacia el nuestro de una manera natural
y que nos beneficie, como todos esperamos.

Es decir que se pueda modelar de una manera mds o menos real el bene-
ficio econémico derivado de la relacién comercial con los EU para tener la
capacidad de proponer alternativas de mejorar la relacién comercial y poder
pronosticar de una manera muy aproximada los beneficios que se puedan
obtener mediante la implantacién de dichas medidas.

El beneficio de la utilizacién de un modelo matemdtico es que una vez
que el modelo representa de una manera correcta la realidad para la cual fue
creado, es posible plantear una variedad tan grande de escenarios posibles que
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en tiempo mdquina ocurren en corto tiempo y que si ocurrieran en realidad
necesitarfamos varias vidas para poderlos presenciar, lo cual nos permite equi-
vocarnos en el planteamiento de alguna alternativa con la ventaja que sélo
tendremos que realizar una corrida mds del modelo para encontrar alguna
alternativa que sea mds viable sin necesidad de lamentar resultados magros que
perjudiquen a toda una nacién.

Esta manipulacién de la ecuacién que planteamos puede ser posible, utili-
zando el software matlab para dar solucién a la ecuacién utilizando un método
numérico para dar solucién a la ecuacién diferencial, algunos de los métodos
como son Euler mejorado, serie de Taylor o quizds Heun.

Estas son las alternativas que esperamos tener como fruto de la continua-
cién de este trabajo en un futuro préximo.
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